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Exercice Soit f la fonction dé�nie de R dans R par f(x) = x3 + x− 1.

1. Etudier la monotonie de f.

2. Montrer que f(x) 6= 0, pour tout x ∈ Q (Poser x = p
q
, (p, q) ∈ Z×N∗ et p, q

premiers entre eux).

3. On considère les ensembles A = {a ∈ Q : f(a) < 0} et B = {b ∈ Q : f(b) > 0}.

(a) Montrer que A ∩ B = ∅ et A ∪ B = Q.

(b) Montrer que: ∀a ∈ A et ∀ b ∈ B, a < b.

4. Montrer que supA et inf B existent dans R.

5. On note α = supA et β = inf B. Véri�er que 0 < α ≤ β < 1.

6. Montrer que f(α) ≤ 0 et f(β) ≥ 0.

7. Montrer que α = β (On pourra raisonner par l'absurde et utiliser la densité
de Q dans R).

8. En déduire la solution de l'équation f(x) = 0.

Problème (I) Question préliminaire: Montrer le lemme de Césaro: si une suite
(un)n converge vers une limite ` alors la suite (vn)n de terme général

vn =
u1 + u2 + . . .+ un

n

converge également vers `.

1



(II) Soit a ∈ R. On considère la suite récurrente (un)n∈N dé�nie par:{
u0 = a,
un+1 = u

2
n + un.

1. Montrer que la suite (un)n∈N est croissante.

2. On suppose que a > 0.

(a) Montrer que lim
n→+∞un = +∞. (On pourra raisonner par l'absurde).

(b) Pour n ∈ N, on pose vn = 1
2n

lnun, montrer que pour tout k ∈ N, on a

0 ≤ vn+k+1 − vn+k ≤
1

2n+k+1
ln(1+

1

un
).

(c) En déduire que pour tous p ∈ N et n ∈ N, on a

0 ≤ vn+p − vn ≤
1

2n
ln(1+

1

un
).

(d) Véri�er que (vn)n est une suite croissante.

(e) Montrer que la suite (vn) est convergente vers une limite notée `1 et que
pour tout n ∈ N,

0 ≤ `1 − vn ≤
1

2n
ln(1+

1

un
).

(f) Véri�er que
∀n ∈ N, un ≤ exp(2n`1) ≤ un + 1.

(g) En déduire que
un ∼ exp(2n`1).

3. On suppose que a < −1, montrer qu'on se ramène au cas précédent.

4. On suppose que −1 < a < 0.

(a) Montrer que pour tout n ∈ N, un ∈] − 1, 0[.
(b) En déduire que la suite (un)n∈N converge vers une limite `2 qu'on déter-

minera.

(c) On pose wn = 1
un

− 1
un−1

, montrer que lim
n→+∞wn = −1.

(d) Montrer, en utilisant le lemme de Césaro, que lim
n→+∞nun = −1.

5. Que peut-on dire des cas a = 0 et a = −1?

Bon travail
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